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При исследовании распространения волн в ре
альных геологических средах было обнаружено яв
ление дисперсии скорости, зависимость ее от ча
стоты или длины волны [1].
Так как сейсмический сигнал имеет широкий
спектр, то в условиях дисперсии форма регистри
руемой волны вдоль профиля наблюдения будет
изменяться. Когда форма волны, наблюдаемой в
точке A, отличается от формы волны в точке B, но
при этом огибающая энергии в точке A похожа на
задержанную огибающую энергии в точке B, тогда
появляется новая характеристика распространения
волн – групповая скорость, которая характеризует
скорость распространения огибающей энергии [1].
В общем случае групповая скорость является
частотнозависимой функцией и может опреде
ляться как:
где tгр(ω) – групповая задержка на частоте ω.
Под групповой задержкой обычно понимают
задержку максимума огибающей негармоническо
го колебания, образованного наложением группы
предельно близких по частоте гармонических коле
баний, величина которой определяется первой
производной фазового спектра [2]:
где φ(ω) – ФЧХ сейсмического сигнала на частоте ω.
Однако, если данное определение достаточно
для узкополосных колебаний, то для сейсмических
сигналов, имеющих широкий спектр, оно вносит
некоторую неоднозначность. В этой связи следует
пользоваться теоремой о стационарной фазе, со
гласно которой в условиях дисперсии среды основ
ная энергия сигнала сосредоточена в области ча
стот Ω, где фазовый спектр изменяется медленно.
В этой области частот гармонические колебания
складываются в фазе, усиливая друг друга, в ре
зультате чего на трассе наблюдается возрастание
амплитуды, соответствующей максимуму огибаю
щей сигнала [1]. В то же время сейсмограммы
обычно представляют кривые колебаний x(t,y), за
регистрированные в определенном месте, при
фиксированном y, а поэтому они являются лишь
функциями переменной t. Следовательно, время t
будет параметром, определяющим конкретные
кривые семейства фазовых спектров ϕ(w,t), а, в
свою очередь, области стационарной фазы будет
соответствовать конкретное значение t=τ. Тогда
нетрудно показать, что
Таким образом, для оценки временного поло
жения сейсмических сигналов в дисперсионных
средах необходимо построить алгоритм, в котором
оптимальной обработке подвергаются функции
групповой задержки (ФГЗ) участков сейсмотрасс.
Будем считать, что анализируемый участок
сейсмотрассы представляет собой аддитивную
смесь сейсмического сигнала и гауссовой помехи.
Предварительно рассмотрим случай сильного сиг
нала, т. е. случай, когда отношение сигнал/помеха
γ(ωk)>>1 для любого k=1,m. Тогда из критерия мак
симального правдоподобия следует, что оценку  {τonm
можно найти, решив уравнение правдоподобия:
(1)
где в качестве функции правдоподобия примем
статистику отношения правдоподобия:
(2)
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в которой τ0 – фиксированное значение τ; 
– условная апостериорная мно
гомерная функция распределения ФГЗ смеси.
Для дальнейших выводов введем следующие
обозначения выборок ФГЗ:
t xгр(ωk) – смеси;
t sгр(ωk) – сигнала;
t Nгр(ωk) – помехи.
Теперь учитывая, что мы рассматриваем силь
ный сигнал, для которого апостериорные вероят
ности ФГЗ смеси распределены нормально, пред
ставим их в матричном виде:
(3)
(4)
где K=[Rt(ωi,ωj)] – матрица (положительно опреде
ленная) размером m×m; K–1 – матрица обратная к
K; Rt(ωi,ωj) – элемент межчастотной корреляцион
ной функции ФГЗ смеси.
Подставим (3) и (4) в (2) и получим:
(5)
Учитывая, что операция логарифмирования не
меняет положения максимума, возьмем логарифм
от (5) и получим:
(6)
Введем вектор
(7)
Тогда
(8)
Записывая компоненты вектора V(τ) в виде
V(ωj1;τ).Δωj1, представим (7) интегральной суммой:
(9)
Переходя в (9) к пределу при m→∞ (или при
max
j
Δωj1→0) на заданном интервале Ω, получаем
неоднородное интегральное уравнение
(10)
из которого можно определить функцию V(ωj1;τ).
Представим теперь (6) стохастической инте
гральной суммой
(11)
С учетом теоремы запаздывания можно запи
сать t xгр(ω,τ)=t sгр(ω,τ0)+τ и, приняв τ0=0, получить:
(12)
Подставляя (12) в (11), получим
(13)
Переходя в (13) к пределу при m→∞, имеем
(14)
С учетом (12), (10) перепишется в виде
(15)
Из (15) получим
(16)
а из (16) имеем
(17)
Теперь подставим (14) в (1) и с учетом (17) получим
(18)
откуда
(19)
Выражение (19) определяет оптимальную про
цедуру оценки временного положения сильного
сигнала по коррелированной выборке ФГЗ смеси
сигнала с аддитивной гауссовой помехой.
Из (16) можно получить, что
(20)
В этом случае дисперсию оценки временного
положения можно определить следующим образом:
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(21)
Выражение (21) получено из свойства диспер
сии для коррелированных величин. Данное выра
жение можно представить в виде:
(22)
Теперь с учетом выражения (16), выражение
(22) примет вид
(23)
Подставляя выражение (20) в (23), окончатель
но получим формулу для вычисления дисперсии
оценки временного положения:
(24)
Перейдем к частному случаю, когда элементы в
выборке ФЧХ смеси являются независимыми. Тог
да корреляционная матрица будет иметь диаго
нальный вид:
где gij – коэффициент корреляции ФГЗ смеси на
частотах ω и ω' соответственно и следовательно
может быть представлена как:
(25)
где – дисперсия групповой задержки смеси
на частоте ω; δ – дельтафункция.
Тогда, подставляя (25) в (20), а полученный ре
зультат в (19), имеем
(26)
Выражение (26) определяет оптимальную про
цедуру оценки временного положения сильных
сигналов по их ФГЗ. Как видно из полученного вы
ражения данная процедура сводится к определению
средневзвешенного отклонения групповой задерж
ки смеси от групповой задержки сигнала по всему
анализированному диапазону частот Ω. В качестве
весов здесь используются величины, обратные дис
персии групповой задержки смеси в зависимости от
частоты ω. Нетрудно показать, что эти весовые
функции определяют дисперсию получаемой оцен
ки τ{onm. Действительно, находя дисперсию от левой
и правой части всего выражения (26), имеем:
(27)
Такое же выражение можно получить, если под
ставить (25) в (24).
Так как дисперсия групповой задержки смеси
определяет точность оптимальных оценок времен
ного положения, то представляет интерес физиче
ский смысл этой дисперсии.
Как показано выше, групповая задержка, находит
ся через первую производную ФЧХ смеси. Поэтому
дисперсию групповой задержки можно определить:
(28)
где R(ω1,ω2) – элементы межчастотной корреля
ционной матрицы функции ФЧХ смеси; Mφ x(ω) –
математическое ожидание ФЧХ смеси.
Из выражения (28) следует, что дисперсия груп
повой задержки смеси зависит от значений эл
ементов межчастотной корреляционной функции
ФЧХ смеси, стоящих на главной диагонали, и зна
чений групповой задержки сигнала (математиче
ское ожидание ФЧХ смеси сигнала равно ФЧХ
сигнала). Тогда, учитывая, что диагональные эл
ементы матрицы K[R(ω1,ω2)] равны дисперсии 
ФЧХ смеси и, которая в свою очередь рав
на величине обратной отношению сигнал/помеха 
можно утверждать, что дисперсия
групповой задержки смеси будет обратно пропор
циональна величине изменения скорости отноше
ния сигнал/помеха по частоте. Назовем эту вели
чину отношением сигнал/помеха в области произ
водных и обозначим:
(29)
Теперь подставим (29) в (26) и (27) и получим:
(30)
2
2
( )[ ( ) ( )]
,
( )îïò
x s
ãð ãðt t d
d
γ ω ω ω ω
τ γ ω ω
∧ Ω
Ω
−
=
∫
∫
2
2
1( ) .
( )x
ãðt
γ ω σ ω=
2
2
1( ) ,
( )xãðt
σ ω δ ω=
2 ( ),x
ãðt
σ ω
1 2
22
2 1 2
1 2
( , )( ) / [ ( )] ,x xãðt
R Mω ω ω φ
ω ωσ ω ωω ω ω= =
∂ ∂⎡ ⎤= − ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
1
2[ ] .
x
ãð
îïò
t
dD ωτ σ
−
Ω
⎡ ⎤⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫
2
2
1 [ ( ) ( )]
( )
,
( )
x
ãð
x
ãð
x s
ãð ãð
t
îïò
t
t t d
d
ω ω ωσ ωτ ω
σ ω
Ω
Ω
−
=
∫
∫

2 ( )x
ãðt
σ ω
2 1( , ) ( ) ( ),x
ãð
t t
R ω ω σ ω δ ω ω′ = ⋅ −
11
22
0 0
0 0
( , ) ,
0 0
t
mm
g
g
R
g
ω ω
⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟′ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
"
"
# # % #
"
1 1 1
1[ ] .
( , )îïò t
D
R d d
τ ω ω ω ω−
Ω
= ⋅∫∫
1[ ] .
( )îïò
D
V d
τ ω ω
Ω
= ⋅∫
2
[ ]
1 ( ) ( ) ( , ) .
( )
îïò
t
D
V V R d d
V d
τ
ω ω ω ω ω ω
ω ω Ω Ω
Ω
=
′ ′ ′= ⋅ ⋅⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ ∫
∫

2
2
1[ ] [ ( ) ( ) ]
( )
1 ( ) ( ) ( , ) .
( )
x
îïò ãð
t
D D V t d
V d
V V R d d
V d
τ ω ω ω
ω ω
ω ω ω ω ω ω
ω ω
Ω
Ω
Ω
= ⋅ ⋅ ⋅ =⎛ ⎞⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
′ ′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
∫
∫
∫∫
∫

Управление, вычислительная техника и информатика
47
(31)
где γ(ω) – отношение сигнал/помеха на частоте ω в
области производных.
Из сравнения выражения (30) и (19) следует, что
наличие корреляции в выборке ФГЗ смеси сигнала
с помехой не приводит к изменению структуры ал
горитма определения временного положения. От
личия сводятся только к определению весовых ко
эффициентов, которые, однако, существенно
влияют на точность получаемых оценок ((24) и (31)
соответственно).
Следует заметить, что для случая слабого сигна
ла получить оптимальную процедуру оценки вре
менного положения при наличии коррелирован
ных значений функции группового запаздывания
не удается. Однако, учитывая тот факт, что в случае
сильного сигнала наличие корреляции не приведет
к существенным изменениям, можно воспользо
ваться процедурой оптимальной обработки для не
зависимых значений функции группового запаз
дывания [3]:
(32)
Выражение (32) определяет функцию правдо
подобия L(τ) через функции группового запазды
вания, которая дает представление о сигнальном
процессе в части импульсной сейсмограммы, т. е.
позволяет оценить временное положение.
Теперь покажем, что это выражение будет опти
мальным и для случая сильного сигнала. Для этого
будем считать, что сигнал сильный, тогда 
и выражение (32) принимает следующий вид:
Для нахождения оптимальной оценки времен
ного положения необходимо решить уравнение 
из которого получаем, что
Из полученного выражение видно, что опти
мальная обработка для случая слабого сигнала яв
ляется также оптимальной и для сильного сигнала,
но не наоборот.
На рисунке в качестве примера работоспособ
ности предлагаемого алгоритма показано восста
новление огибающей импульса Пузырева путем
построения функции правдоподобия (32). Из ри
сунка видно, что максимум функции правдоподо
бия точно соответствует временному положению
сигнала.
Рисунок. Восстановление огибающей импульса Пузырева
Таким образом, для реализации оптимальной
процедуры определения временного положения
сейсмических сигналов в дисперсионных средах
необходимо построить функцию правдоподобия
вида (32) и выделить ее экстремумы. Для случая
сильного сигнала и зависимой выборки ФГЗ дис
персия оценки описывается выражением (24), а
для случая сильного сигнала и независимой выбор
ки ФГЗвыражением (31).
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